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Sadrzaj predavanja

Vjerojatnost i svakodnevica. Razumijevanje
vjerojatnosti.

Teorija vjerojatnosti u nastavi matematike -
problematika.

Definicije vjerojatnosti: statisticka, klasicna,
aksiomatska i geometrijska.

Primjeri zadataka s geometrijskom vjerojatnoScéu.
|zrada zadataka s geometrijskom vjerojatnoScu.
DidaktiCke smijernice za nastavu vjerojatnosti.



‘ Police osiguranja
C Financijske odluke




Vjerojatnost u nastavi matematike

Problem postavljen petnaestogodisnjacima (PISA
istrazivanje, Njemacka, 2003.) glasio je ovako:

~Kutija A sadrZi jednu bijelu i dvije crne kuglice, a kutija B
dvije bijele i pet crnih kuglica. Ako su vam oci pokrivene,
iz koje cete kuglice izviaciti bijelu kuglicu?*

Svega 27% ucenika odgovorilo je tocno — bolji bi se
rezultat dobio pogadanjem.



Koliko doista razumijemo vjerojatnost?

Primjer
Osigurali smo kucu od rizika poplave i poplava se
dogodila. Hoéemo li mijenjati policu osiguranja?

Primjer

Kolika mora biti vjerojatnost dogadaja da bi ga smatrali
gotovo sigurnim? Drugim rijeCima, $to znaci visoka
vjerojatnost?

Primjer
Vjerojatnost dobitka je 1 promil. Cemu onda igrati?




Vjerojatnost u nastavi matematike

Uocene poteskoce:
slaba zastupljenost u kurikulumima
prejaka veza s kombinatorikom
nedostatak primjene
povezivanje sa hazardom
nastavnici zaziru od ovog podrucja

manjak adekvatne literature i didakti¢kih smjernica



Nastanak teorije vjerojatnosti

Zbog svojeg interesa za kocku provodi eksperiment
ponavljanja igre.

Pocetak korepodencije izmedu Blaisea Pascala i
Pierrea de Fermata.

Christian Huygens, nizozemski matematicar: De
Ratiociniis in Ludo Aleae, 1657. - prva knjiga iz ovog
podrucja



StatistiCka definicija vjerojatnosti

Relativna frekvencija pojavljivanja dogadaja A jednaka
je
| "

)

n
gdje je A dogadaj Ciju vjerojatnost trazimo (vezan uz
sluajan pokus), a n4 broj pojavljivanja promatranog
dogadaja u n ponavljanja pokusa.

fn(A) =

Vjerojatnost dogadaja A jednaka je

P(A) = lim f,(A).



Primjer

Prilikom testiranja novog uredaja utvrdeno je da je u
kontigentu od 1000 uredaja njih 852 trajalo dulje od
godine dana. Kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabran
uredaj traje dulje od godine dana?

A - uredaj traje dulje od godine dana
n= 1000
ny = 852

P(A) ~ ™A — 0.852 = 85.2%
n

Koje su manjkavosti ove definicije?



Eksperiment (pokus) i model

Eksperiment Observacija

Bacanje novci¢a | Je li palo pismo ili glava?

Prijenos signala | Koji je signal pristigao?

Prijenos signala | Koji je signal identificiran?

U praksi se analiziraju modeli stvarnih eksperimenata
(npr. homogen nov¢i¢, transmisija signala s ograniCenim
smetnjama, ...)



Ishodi i prostor ishoda

Ishod eksperimenta (eng. outcome) je bilo koja moguca
observacija eksperimenta.

Skup svih mogucih ishoda eksperimenta zovemo
prostorom ishoda (eng. sample space) i oznacavamo ga
sa €.

Ako se dogodi jedan ishod, drugi ishodi se ne mogu
dogoditi!

Primjer
Prilikom kontrole kvalitete uredaj moze dobiti ocjene
"zadovoljava (0)" i "ne zadovoljava (1)".

Ishodi - dobivene ocjene
Q = {0,1} - prostor ishoda




Dogadaji

Dogadaj (eng. event) je skup ishoda nekog eksperimenta
(podskup prostora ishoda). Oznake: A, B, ..., Ay, Ao, ...

Ishod nazivamo i elementarnim dogadajem.
Primjer

Bacanije igraée kocke:

Prostor dogadaja: 2 = {1,2,3,4,5,6}
Dogadaiji:

A; = {1,3,5} - pao je neparan broj,

A, = {2,4,6} - pao je paran broj,

As; = {5,6} - pao je broj veli od 4

Koliko dogadaja dozvoljava ovaj prostor dogadaja?



Dogadaji

Dogadaj je siguran ako se dogodi kod svake realizacije
eksperimenta (kod bacanja kocke siguran dogadaj je npr.
pao je brojizmedu 1 6).

Dogadaj je nemoguc ako se nikad ne realizira (kod
bacanja kocke je nemoguc npr. dogadaj - pao je broj 7).

Dva su dogadaja disjunktna ako se ne mogu dogoditi
istovremeno (kod bacanja kocke:
A — pao je broj manji od 3 i B — pala je 6-ica.



Primjer
Tester radioaktivnih Cestica ima dvije lampice: zelenu
(koja se pali ako su radioaktivne Cestice prisutne u
dozvoljivoj koli€ini) i crvenu (koja se pali ako je prisutna
nedozvoljena koliina radiokativnih Cestica).
Testiranje radioaktivnosti u prostoriji provodi se u nizu od
tri testiranja.
© Opisite prostor ishoda.
Q={CCC,CCzZ,CczZC,CczZ,ZCC,ZCZ,ZZC,ZZZ} .
® Zapisite dogadaj "radioaktivnost je zabiljezena u
najvise jednom testiranju"
A={CZZ,ZCZ,ZZC,ZZZ} .

Kako izracunati vjerojatnost dogadaja A?



KlasiCnha definicija vjerojatnosti

Promatrajmo eksperiment s n mogu¢ih, jednako
vjerojatnih, disjunktnih ishoda. Neka je za odabrani
dogadaj A, m ishoda povoljnih. Tada je vjerojatnost
dogadaja A jednaka

P(A) =

m
n

Kolika je vjerojatnost dogadaja iz prethodnog primjera?

Ima li ova definicija neke prakticne manjkavosti?



Veza statisticke i klasicne definicije

# . .
HE S SN e
S i ST Y
A iy ., e,

\'\w,,“ ¥

.f’w 'J“'h\,-m’

N R
v{'\\;t"\;\ﬁ/ﬂ"-nf:\‘i s v,\.:‘\ s “’“-’\."‘N\“"\""){

o4l

008l *

—n
400000 600000 800000 13 10°

Simulacija bacanja novcic¢a - relativne frekvencije.



Aksiomatska definicija vjerojatnosti

Neka je § skup (algebra) dogadaja. Funkciju
P : ¥ — [0, 1] nazivamo vjerojatnost ako zadovoljava
sliedeée uvjete (aksiome):

P(A) >0, VA€ g,

P(Q)=1, P(0)=0,

P(AU B) = P(A) + P(B),

Vazne posljedice:
P(A®) =1 — P(A),
AcC B= P(A) < P(B),
P(AuB) = P(A)+ P(B) — P(An B).



Geometrijska definicija vjerojatnosti

Neka je prostor ishoda Q2 reprezentiran ograni¢enim
izmjerivim podskupom euklidskog prostora R”
(n=1,2,3,...) i neka je je m(2) njegova geometrijska
mjera (duljina, povrsina, volumen).

Ako je dogadaj Ciju vjerojatnost Zelimo odrediti
reprezentiran izmjerivim podskupom A C Q, danu
vjerojatnost izraCunavamo formulom

_ m(A)
A= @y

Ovako definirana vjerojatnost naziva se geometrijska
vjerojatnost.




Primjer

Crveno svjetlo na semaforu traje 20 sekundi, Zuto 5
sekundi, a zeleno 50 sekundi. Kolika je vjerojatnost da ¢e
vozilo na semaforu uhvatiti zeleno svijetlo?

Zadatak se grafiCki moze ovako reprezentirati:

0 20 25 A 75
- "

N
Q

TraZena vjerojatnost je P(A) = % = % = g



Primjer

Autocestom se kreée kolona teretnih vozila. Svako vozilo
dugacko je 13 m, a razmak izmedu vozila iznosi 150 m. S
nadvoznjaka visi komad leda koji samo $§to nije pao na
cestu. Ako led padne na vozilo ili na manje od 30 m
ispred vozila do¢i ¢e do udesa. Kolika je vjerojatnost da
nece doéi do udesa zbog pada leda?

0 13 a2 133 163
| N— - —» =
Q
m(A) 133 —13

A) = _ — 0.736.
PA) = Q) = 1es 0736



Primjer

Loptica za golf zbog siline udarca iza$la je sa golf terena i
pala na kanalizacijsku reSetku. Loptica je promjera 4 cm,
a Supljine na reSetki su u obliku kvadrata duljine stranice
10 cm. Pretpostavlja se da ¢e se loptica odbiti od reSetke
¢im je dotakne. Uz pretpostavku da je debljina reSetke
zanemariva odredite vjerojatnost da ¢e loptica upasti u
kanalizaciju.




Q

6 cm

10 cm

TraZena vjerojatnost je P(A) = 1602 = 0.36.



Primjer

Dvoje supruznika dijeli bankovni racun na kojem se
trenutno nalazi 8000 kn s dozvoljenim minusom od 2000
kn. Svaki od njih kao iznenadenje kupuje onom drugom
poklon za godisnjicu braka, pri cemu je jednako vjerojatno
da potroSe bilo koji iznos do 10000 kuna.

a) Kolika je vjerojatnost da ¢ée si medusobno kupiti
poklone, a da ne iskoriste opciju dozvoljenog
minusa?

b) Kolika je vjerojatnost da ¢e si medusobno kupiti
poklone bez koristenja dozvoljenog minusa te da ¢e
suprug potrositi barem tri puta veci iznos od supruge?




Neka x i y oznacavaju iznose koje ¢e potrositi svaki od

supruznika. Prostor ishoda bit ¢e kvadrat

[0,10000] x [0, 10000].
Dogadaj Ciju vjerojatnost trazimo definiran je s
0 < x + y <8000. TraZzena vjerojatnost je p = 0.32.
Pretpostavimo da je x iznos koji je potroSila supruga,
a y iznos koji je potroSio suprug. Uz uvjet iz a)
zadatka ovdje jos imamo i uvjet y > 3x. Trazena
vjerojatnost je p = 0.08.



Kako smisliti kreativan zadatak?

Odabrati jednu ili viSe uniformno distribuiranih
slu€ajnih varijabli.

Odabrati uvjete na dane varijable.

Odabrane varijable i uvjete smijestiti u realnu situaciju.

Primjer
© X - veliCina jedne datoteke (izmedu 5i7 GB), Y -
veli¢ina druge datoteke (izmedu 6 i 8 GB)
® Kolika je vjerojatnost da je druga vec¢a od prve?

® U finalu natjecanja u izradi kratkih dokumentarca
sudjeluju dvije ekipe ...




Ceste pogreske kod smisljanja zadataka

Primjer

Marko svako jutro pije 4 dcl mlijeka, medutim mlijeko tijekom
dana piju i ostali ¢lanovi njegove obitelji. Kolika je vjerojatnost
da ¢e Marko ujutro u hladnjaku naci dovoljno mlijeka?
NEOMEDENOST SKUPA ISHODA!

Primjer
Ana i lva rade na projektima koji mogu trajati najvise 5 dana.

Kolika je vjerojatnost da ¢e Ana zavrsiti s projektom prije lve?
POGRESNA RAZDIOBA (BETA UMJESTO UNIFORMNE)!

Primjer
Svaki od 5 prijatelja ima 10 kn. Kolika je vjerojatnost da ce
zajedno potrositi vise od 30 kn? NEMOGUCA VIZUALIZACIJA!




DidaktiCke smjernice

Izvori: Americko statisticko drustvo, suvremena
istrazivanja

Usporedivanje i kvantificiranje vjerojatnosti
|zdvajanje prostora dogadaja

Razumijevanje pojma slucajnosti

Koristenje realnih podataka i situacija

Aktivni oblici u€enja - ucenik u fokusu
Koristenje suvremenih tehnologija - simulacije

Refleksivni pristup nastavi (Ceste evaluacije,
samoanaliza)



Sto obi¢no nalazimo u udzbenicima?

Primjer

U posudi se nalazi 95 crvenih i 5 bijelih kuglica. Na sre¢u
biramo 4 kuglice. Kolika je vjerojatnost da je medu
odabranim kuglicama najviSe jedna bijela?

Primjer
Na slucajan se nacin biraju brojevi x € [0,2] i y € [0, 1].
Odredite vjerojatnost da je 2y < x2 +1i2y > x.




U posiljci od 100 memorijskih modula 5 je neispravnih.
Serviser zbog terenskog servisa iz posSiljke uzima 4
komada.

Odredite vjerojatnost da ¢e serviser ¢e mo¢i napraviti
zamjenu 4 neispravna memorijska modula. Rj. 0.812

Odredite vjerojatnost da su svi memorijski moduli
koje je serviser uzeo bili neispravni. Rj. 0.0000013

Diskusija:
Da ste Vi serviser, biste li uzeli neki modul rezerve?
Obrazlozite.

Ako trebate zamijeniti samo jedan modul, je i
dovoljno uzeti tri modula rezerve?



U danasnjem uzurbanom svijetu dijete ve¢ u osnovnoj skoli
mora donositi razli¢ite odluke, birati izmedu alternativa, boriti se
sa rizicima, . .. i to u neusporedivo vecoj mjeri nego je moralo
prije svega dvadesetak godina. Ono sto dijete o¢ekuje od
drustva, bolje receno ono Sto je djetetovo temeljno pravo —
pomoc je u tim procesima. Dijete se treba educirati kako
temeljem dostupnih informacija moZe donijeti za sebe
najpovoljniju odluku, drugim rije¢ima — nuZna mu je kvalitetna
edukacija iz podrucja vjerojatnosti i statistike.

Neki teoreticari znanosti znaju dati usporedbu da ce se svijet
2100. godine puno vise razlikovati u odnosu na danasnji svijet
nego Sto se danasnji svijet razlikuje u odnosu na onaj iz
kamenog doba. Ne pratimo li napredak znanosti i potrebe
suvremenog covjeka iz Skola ¢ce nam izlaziti djeca
proslosti, a ne djeca buducnosti.



