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1877. godine Lucas! je postavio problem:

Koje bi krivulje pratile kretanje triju pasa kojt love jedan drugoga, a krecu iz vrhova

jednakokracnog trokuta te trée istovremeno jednakim brzinama?
1880. godine Brocard je pokazao kako je krivulja gonjenja svakog psa logaritamska spirala
1 da b1 se svi psi sastali u jednoj totki, Brocardovo) totki trokuta. Kojo) Brocardovo)

tocki ovisno o smjeru pibanja, u smjeru il obrnutom smjeru gibanja kazaljke na satu.

'francuski matematiéar Frangois Edouard Anatole Lucas (1842, — 1801.)
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1. BROCARDOVE TOCKE I BROCARDOV KUT TROKUTA

MNeka je dan trokut ABC i toéka T unutar trokuta ABC. Spojimo I toéku T s
vrhovima trokuta i promatrame li kutove koje duzine T A, T'B 1 T'C zatvaraju sa

stranicama AB, BC' i1 C'A dobiveni kutovi su opéenito razliciti (Slika 1). Mozemo
lako dobiti da su dva od ta tri kuta jednaka, ali nije odmah jasno postoiji li toéka za
koju su sva tri spomenuta kuta jednaka.

A

SLIKA 1.



= Prema nekim izvorima ove tocke
otkrio je joS 1816. godine njemacki
matematicar August Leopolde
Crelle (1780. - 1855.).

= Nakon njegova otkrica, toCke su u
jednom kratkom periodu privukle
pozornost eminentnih
matemati¢ara onog vremena, ali
vremenom je taj interes nestao.

Pierre Jean Baptiste Henri Rene Brocard

= Medutim, nakon Brocardovog
ponovnog otkrica 1880. godine
pojavio se veliki broj radova na tu
temu - Lemoine, Neuberg, Mc Cay,
Tucker 1 Schoute.

= Neki od autora navode kako bi
povijesno bila opravdana upotreba
termina Crelle-Brocardove tocke,
dok vecina suvremenih referenci
koristi termin Brocardove tocke.



Teorem 1.1. Za doni trokut ABC neka su dane tri brufnice: kg koja prolazi toékom
B i dira stranicu AC u toéki C, ky koja prolazi togkom C' i dira stranicu AB u toéki
A, k. koja prolazi tofkom A i dira stranicu BC u toéki B .[’S.!Ttkﬂ 2). Krufnice kg, ks
i ke stjeku se u jednoj todky, (1.

SLIKA 2.



Dokaz. Kruznice kg 1 ke osim zajednicke tocke B Imaju jos jednu zajednicéku tocku
trokuta ABC, oznaéimo je {1, Kako je BC tangenta kruZnice k. slijedi da je ZANE =
180° — B i analogno ZBQC = 180° — . Odavde imamo

LZAQC =360° — (180° — 3) — (180° —v) = A+ v = 180" — o,
odje su o, F 1 v unutragnji kutovi trokuta ABC, odakle slijedi da tocéka £} pripada
luku kruznice kp unutar trokuta ABC, sto implicira tvrdnju teorema. []




Teorem 1.2, Za dani trokut ABC neka su dane tri kbruinice: &k koja prolazi vrhom
C' i dira stranicu AB u vrhu B, ki koja prolazi tockom A i dira stranicu BC u toeki
C, k. koja prolazi tockom B i dira stranicu AC u toéki A. Krufnice kB, & i k.
sifeku se u jednoj tocéki, O (Slika2 ).

Teorem 1.3. Neka su 2 1 O toéke iz Teorema 1.1 i 1.2. Tada vrijede tvrdnje:
i) Z0AB = AQBC = AQCA i todka (1 je jedine toéka s tim svojstvom.

it) SVAC = Z0CB = ZQ'BA i tocka ¥ je jedina toéka s tim svejstvom (Slika?2).



MNa temelju dokazanih tvrdnji slijedi definicija.

Definicija 1.1. Za dani trokut ABC toéku ) za Loju vrijed:
AR = Z0BC = A0CA

zovemo prvom ii pozitivnom Brocardovom todkom trokuta ABC, a toéku Y za koju

vrijedi
SVAC = 2QCB = 2V BA

zovemo drugom ili negativnom Brocardovom toékom frokufa ABC.
A




Prije navodenja svojstava Brocardovih tofaka prisjetimo se pojma izogonalnih
pravaca i izogonalno konjuriranih toéaka.

Definicija 1.2, Par pravaeca Eoji prolaze vrhom kute 1 sa simetralom tog fhuta éine
sukladne kufove nazivaju se izogonale tog kutn.

Moze se dokazati da ako se tri pravea poloZena vrhovima danog trokuta A BC sijeku
u jednoj tofki 73y, tada se i njihove izogonale takoder sijeku u neko]j toéki, oznaéimo
je s Ts.

Tocke T1 115 zovemo izogonalno bonjugiranim tofkama ili kraée izogonalnim toékama
trokuta ABC.



& ; % Y

SLIKA 3.

Izogonalno konjugirana toéka sredistu upisane kru#nice trokuta je sama ta tocka, iz-
ogonalno konjugirana toéka ortocentra trokuta je srediste opisane kruznice trokuta,
a 1zogonalno konjugirana tocka teZista se zove simedijani centar trokuta (Slika 3).



Teorem 1.4. Brocardove toéke £ i §) su izogonalno honjugirane toéke.

Doknz. Neka je 11y izogonalno konjugirana toéka Broeardovoj togki £, Tada vrijedi
LRARB = ZAAWAC, ZAOQBC = ZAWBA, Z00A=/A400CHE

i zbog
FNAB = A0NBC = /OCA
dobivamo
LNMAC = £ BA = Z4OB,
odakle slijedi 2 = £ 5to je i trebalo dokazati. ]

A




Definicija 1.3. Z0QAB = ZQVAC zove se Brocardov hut trokuta ABC i oznadéava
Ww.

Navedimo jos jedan nacéin konstrukecije prve Brocardove toéke. Konstruiramo
kruznicu kp 1 kroz toéku A paralelu s BC. Oznaéimo drugo sjeciite te paralele i
kruznice fzpy 5 I). Tada BD sijece kruznicu % 1u tocki 02, a D BC je Brocardov kut
trokuta ABC (Slika4). Naime, vrijedi

ZOAB = A0CA =004 = /208BC.

SLIKA 4.



Teorem 1.5. Neka je dan trokut ABC @ neka su o, 8 1 v unutragnit kutovi trokutn
ABC. Tadn vrijedi
cotw = eot o + cot § + coty (1.1)

gdje je w Brocardov kut trokuta ABC.

Prethodna tvrdnja covori na koji nacéin moZemo odrediti mjeru Brocardovoe kuta
poznavajuéi mjere unutrasnjih kutova trokuta. Identitet (1.1) bi mogao posluziti kao
osnovni definicijski identitet za Brocardov kut jer odreduje w zbog nejednakosti

0 < w< minfa, 8,7} < %Tr.



2. NEJEDNAKOSTI ZA BROCARDOYV KUT

Teorem 2.1. Za Brocardov hut w trokuta ABC vrijedi nejednakost

Jednakost vrijedi ako © samo ako je trokut ABC jednakostraniéan.

Doknz. Dokazimo najprije jednakost koja povezuje Brocardov kut trokuta i povriinu
trokuta. Za povriinu P trokuta A BC' vrijedi jednakost

1
e — Ehcsinﬂq (2.1)
a prema kosinusovom poucku vrijedi
a® = b + ¢ — 2bccosa. (2.2)

Posljedica prethodnih dviju jednakosti je formula
4Pcota = —a® + b + &2, (2.3)

sliéne formule, zbog simetrije, vrijede za cot 3, coty. Primjenom jednakosti (1.1)
dobivamo formulu



4Pcotw = a* + b + &2
Dokazimo sada da vrijedi nejednakost

a’+b° + & > 4PV3. (2.4)

Jednakosti (2.1) 1 (2.2) impliciraju

a® + 82 +c? —4Pv3 = 2b% + 2¢? — dbecos(§ — @) = 2(b — ¢)?
sto dokazuje (2.4). Stovise, jednakost vrijedi ako i samo ako je o = Fib=c, tj., ako
i samo ako je trokut ABC jednakostranican. (2.3) i1 (2.4) impliciraju nejednakost
cotw > /3 odnosno trazenu nejednakost w < % []

Generalizaciju prethodnog teorema su dali ruski matematicari N. A. Dmitriev i
E. B. Dynkin.



Teorem 2.3. Brocardov kut w zadoveljove nejednakost
W < (o —w) (B —w)(y—w) (2.5)

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je trokut jednabostraniéan.

Teorem 2.4. Brocardov kut w zadovoljave nejednokost 8w < o fBv. Jednakost
vrifedi ako i samo ako je trokut jednofostranican.

P. YT je 1963. rodine pretpostavio da vrijedi nejednakost iz prethodnog te-
orema. lako je nejednakost zaintrigirala mnoge matematicare proslo je vise od deset
codina prije pojavljiivanja prvog dokaza ove nejednakosti. Osnovni razlog zasto je
ova nejednakost posebno interesantna je njezin neobican oblik. Naime, potpuno je
neobiéno da u izrazu u kojem se susrecu kutovi trokuta nema funkeija sinus, kosinus
ili tangens.



3. BROCARDOVA KRUZNICA

Oznacimo sjeciste pravaca AN 1 BYY sa 7 1 analogno sjecidta pravaca Bt i OV, te
i AQY sa Ay, odnosno By (Slika 5). Toeke 43 B1C} su vrhovi trokuta koji smo
mogli definirati I na ovaj naéin.

Definicija 3.1. Neka su Ay, By § C) vrhovi jednakokradénih trokute Lonstruiranih
nad stranicamae danog trokuta ABC kap osnovicama, preme unutrainjosti danog

trokuta, o 8 kutom uz bozu jednakeom Brocardovom kutuw. Trokut A1 B1Ch1 zovemo
prvim Brocardovim trokutom trokuta ABC.

SLIKA 5.



Definicija 3.2. Arufnicu k, opisenu prvom Brocardovom trokutu frokuta ABC
zovemo Brocardovom krufnicom trohuta ABC (Slika 5).

SLIKA 5.



Teorem 3.1. Brocardove todke trokuta lefe na njeqovoj Brocardovoj krufnici.

B C

Doknz. Kako za trokut ABQ vrijedi ZANQEB = 180° — 8 to za vanjski kut trokuta
A B! dobivamo

LAQC) =3 (3.1)
Na isti nacin, promatranjem trokuta BCQY dobivamo

LAIC =8 (3.2)
Vrijedi i

LA18C =8 (3.3)

jer su krakovi tog kuta okomiti na BC' i AB. Kutove (3.1), (3.2) 1 (3.3) moZemo

promatrati kao obodne kutove iste kruznice nad tetivom A1C1. Prema tome, tocke
Ay, Cq, @, ¥ 1 5 leze na jednoj kruznici, oznaéimo je k,, (Slika 5). @



Teorem 3.2. Dani trokute ABC & prvi Brocardov trokut A1 B1C1 su slidéni trokuti.

Dokaz. Iz dokaza prethodnog tecrema slijedi da su Z4,0¥C 1 £41B1C1 obodni
kutovi kruznice k,, nad tetivom A;C] pa imamo
SANC =5 = £A1 B0
slicno dobivamo
iﬂlﬂgl = = iBlﬂllﬂl,
odakle slijedi tvrdnja teorema.

SLIKA 5.



UMIJESTO ZAKLJUCKA

= Pokazali smo dakle da vrhovi prvog Brocardovog trokuta, Brocardove tocke i
srediSte trokutu opisane kruznice leZze na Brocardovoj kruZznici.

* MozZe se dokazati da Brocardova tocka prolazi 1 simedijanim centrom K
trokuta, Stovise SK je njezin promjer, gdje je S srediSte trokutu opisane
kruznice (Slika 5).

Cy

SLIKA 5.




SLIKA 5.

= Kako spomenutih sedam to¢aka lezi na Brocardovoj kruZnici ¢esto se ona u
literaturi susrece 1 pod imenom kruznica sedam tocCaka.

= MozZe se definirati joS jedan trokut ¢ij1 vrhovi leZe na Brocardovoj kruzZnici, a
to je drugi Brocardov trokut, trokut ¢ij1 su vrhovi sjeciSta medijana 1
Brocardove kruznice danog trokuta. Taj trokut je takoder zanimljiv po svojim
svojstvima.



PROJEKTNI ZADATAK - DODATNA NASTAVA
BROCARDOVE TOCKE TROKUTA — HENRI BROCARD

= ZADATAK: s
Istraziti u literaturi BROCARDOVE TOCKE TROKUTA. Posebice se
osvrnuti na zivot i djelo Henrija Brocarda.

= SMJERNICE ZA 1ZRADU:
= istraziti literaturu [5.] 1 internet na zadanu temu

= ukratko nesto re¢i o poymu Brocardove toCke trokuta i Zivotu 1 djelu Henrija
Brocarda

= prirediti kratku prezentaciju o novim spoznajama u trajanju od 5-8 minuta

= izraditi plakat sa svim potrebnim elementima - istraziti nacin izrade plakata, Sto
sve plakat treba sadrzavati, kako treba izgledati?

= ELEMENTI VRJEDNOVANJA: to¢nost 1skazanih tvrdnji, jasnoca prezentacije,
postivanje predvidenog vremena trajanja prezentacije, stil prezentacije, kreativnost @
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HVALA NA PAZNIJI!




